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Einleitung 
7 
Ultrafilter spielen zum Beispiel in der Analysis und in der Topologie, in der Algebra 
und in der Modelltheorie eine wichtige Rolle und stellen ein wirkungsvolles Konstruk-
tionsmittel dar. Abgesehen von Trivialfällen, entzieht sich jedoch die Struktur von 
Ultrafiltern einer einfachen Beschreibung. Zwar kann man mit gegebenen Ultrafiltern 
neue Ultrafilter erzeugen, deren Aufbau komplizierter zu sein scheint; aber ein befrie-
digender Strukturvergleich bereitet erhebliche Schwierigkeiten. Ein naheliegendes 
Hilfsmittel hierzu sind Abbildungen, die Filter auf Filter abbilden und die mit den 
Operationen des Filterverbands in geeigneter Weise gekoppelt sind. Der Untersuchung 
derartiger Filterabbildungen dienen die folgenden Betrachtungen, die sich stets auf 
eine feste unendliche Grundmenge X beziehen. 
Ein erster Abschnitt dient der Zusammenstellung von Begriffen und Bezeichnun-
gen. Die Filter von X bilden hinsichtlich der mengentheoretischen Inklusion einen voll-
ständigen, distributiven Verband. Hier wird jedoch die duale Ordnung bevorzugt, weil 
bei ihr den Operationen des Filterverbands direkt die entsprechenden mengentheo-
retischen Operationen bei den Filtermenge!l entsprechen. 
Im zweiten Abschnitt werden die von Abbildungen X ~ X induzierten Filterabbil-
dungen betrachtet. Sie werden zur Definition von "einfachen" Ultrafiltern benutzt, 
die auf eine weitere Art gekennzeichnet werden und über die ein Existenzsatz bewiesen 
wird. 
Der dritte Abschnitt befaßt sich mit Booleschen Homomorphismen, nämlich mit 
Abbildungen des Potenzmengenverbandes von X in sich, die mit der Vereinigungs-, 
Durchschnitts- und Komplementbildung vertauschbar sind. Auch sie induzieren Filter-
abbildungen, deren Eigenschaften näher untersucht werden. Insbesondere ergibt sich 
ein Überblick über alle möglichen Booleschen Homomorphismen, und es wird ein von 
Punktabbildungen her bekannter Satz auf Boolesche Homomorphismen erweitert. 
Im letzten Abschnitt werden schließlich Filter der Menge aller Abbildungen X ~ X 
herangezogen, die ihrerseits Filterabbildungen im Filterverband von X induzieren. Die 
Klasse dieser Filterabbildungen, für die ebenfalls Existenz- und Kennzeichnungssätze 
bewiesen werden, erweist sich als außerordentlich reichhaltig. 
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1. Filter 
Nachfolgend bedeute X immer eine feste unendliche Grundmenge der Mächtigkeit 
\X\=k. 
Ein System U aus Teilmengen von X heißt bekanntlich ein Filter von X, wenn es fol-
gende Eigenschaften besitzt: 
(Fl) u=I=0. 
(F2) Aus AI Euund A 2 EufolgtA I n A2 EU. 
(F3) Aus AEuundAcA' folgtauchA' EU. 
Zugelassen wird, daß ein Filter die leere Menge enthält. Dann besteht dieser Filter 
wegen (F3) aber aus allen Teilmengen von X. Er wird der Nullfilter genannt und mit I) 
bezeichnet. 
Ein Mengensystem Q1 heißt Filterbasis, wenn das System aller Obermengen von Mengen 
aus Q1 ein Filter ist. Der in diesem Sinn von Q1 erzeugte Filter soll mit Qi bezeichnet 
werden. Das einelementige System {A} ist eine Filterbasis . Der von ihr erzeugte Filter 
wird der durch A bestimmte Hauptfilter genannt und vereinfachend mit Ä bezeichnet. 
Er besteht aus allen Obermengen von A. Speziell gilt I) =". 
Die Menge \S aller Filter von X wird durch die mengentheoretische Inklusion geord-
net und bildet hinsichtlich dieser Ordnungsrelation einen vollständigen und distri-
butiven Verband. Hier soll allerdings die duale Ordnungsrelation bevorzugt werden. 
Dermition 1a: Der Filter u heißt feiner als der Filter b bzw. b heißt gröber als u (unter 
Einschluß der Gleichheit) - in Zeichen: u::; b -, wenn u ::> b gilt. 
Feinere Filter enthalten demnach mehr Mengen und daher auch kleinere Mengen. 
In dem hinsichtlich dieser dualen Ordnung gebildeten Filterverband ist I) der feinste 
und X der gröbste Filter. Ferner spiegeln sich jetzt bei der Vereinigungs- und Durch-
schnittsbildung von Filtern diese Operationen in den entsprechenden mengentheo-
retischen Operationen bei den Filtermengen wider: Ist {ut: LEI} eine beliebige Menge 
von Filtern, so erhält man die Mengen des Vereinigungsfilters, der mit V Ut bezeichnet 
werden soll, indem man für jeden Index LEI eine Menge Al E Ul auswählt und deren 
mengentheoretische Vereinigung U At bildet. Die Mengen des Durchschnittsfilters 
werden indes nur durch endliche mengentheoretische Durchschnittsbildung gewonnen: 
Man wähle endlich viele Indizes LI, ... , Ln E I aus, zu jedem dieser Indizes Lv eine Menge 
A tv E utv und bilde sodann den DurchschnittAq n ... n Atn . Hieraus folgt für eine abstei-
gende Kette von Filtern Ul =1= 1), daß auch /\ Ul =1= I) erfüllt ist. Mit Hilfe des Zorn'schen 
Lemmas ergibt sich daher, daß der Filterverband sogar ein atomarer Verband ist. Die 
Atome werden Ultrafilter genannt; sie sind feinste vom Nullfilter verschiedene Filter. 
Bekanntlich können Ultrafilter auch durch folgende Eigenschaft gekennzeichnet 
werden. 
1.1 Ein Filter u von X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn für jede Teilmenge M von X 
genau einer der beiden folgenden Fälle eintritt: ME u oder X\M E u. 
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Einfachste Beispiele für Ultrafilter bilden die einpunktigen Hauptfilter 
x = {M: xEM}. 
Ultrafilter, die nicht diese einfache Form besitzen, werden freie Ultrafilter genannt. 
Ihre Struktur entzieht sich einer anschaulichen Beschreibung. Der folgende Satz gibt 
jedoch ein allgemeines Prinzip an, wie man aus gegebenen Ultrafiltern neue Ultrafilter 
gewinnen kann. 
1.2 Es sei I eine unendliche Indexmenge, und für jeden Index LEI sei u, ein Ultrafilter 
von X. Ferner sei tJ ein Ultrafilter der Indexmenge I. Dann ist 
1\):= A V U, 
VEtJ LEV 
wieder ein Ultrafilter von X. 
Beweis: Jedenfalls gilt 1\)'*0, so daß in der Kennzeichnung aus Satz 1.1 höchstens 
einer der beiden Fälle eintreten kann. Es sei nun eine beliebige Menge M von X ge-
geben. Dann ist 
IM:= {L: MEu,} 
eine Teilmenge der Indexmenge 1. Da tJ ein Ultrafilter von I ist, folgt IM E tJ oder I\IM E tJ. 
Im ersten Fall gilt 
ME V U, 
LEIM 
und daher erst recht M EI\). Wegen 
I\IM = {L: M~Ut} = {L: X\MEUt} 
(ut Ultrafilter!) erhält man im zweiten Fall analog 
X\ME V U, 
L E I\IM 
und damit X\MEI\). 
Speziell kann man hierbei als Indexmenge die Menge X selbst wählen. Dann ist also 
tJ wieder ein Ultrafilter von X, dem in den Punkten x seiner Filtermengen Ultrafilter Ux 
angeheftet sind. Der beschriebene Vereinigungs- und Durchschnittsprozeß liefert dann 
einen Ultrafilter, der anscheinend eine kompliziertere Struktur besitzt. Zur Unter-
suchung derartiger Strukturunterschiede bieten sich Abbildungen zwischen Filtern an. 
2. Abbildungen 
Weiter bedeute F stets die Menge aller Abbildungen f: X ~ X. Jede solche Punkt-
abbildung f induziert in folgender Weise eine, ebenfalls mit f bezeichnete, Filterabbil-
dungF: ~ ~~. Ist nämlich 0 ein beliebiger Filter von X, so ist das Mengensystem {f(A): 
A E o} eine Filterbasis, die einen mit f(o) bezeichneten Filter erzeugt: 
f(o):= {f(A): AEo}. 
Für die so gewonnenen Filterabbildungen ergibt sich unmittelbar der folgende Satz. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052999
10 Hans-Joachim Kowalsky 
2.1 Aus a:::; bfolgt f(a):::; f(b). 
f(o) =0. 
f(Va,) = Vf(a,). 
Ist u ein Ultrafilter, so ist auch f(u) ein Ultrafilter. 
B ewei s: Es wird nur die letzte Behauptung bewiesen. Es gilt f(u) =1=0. Bei gegebenem 
M muß für die Urbildmenge C(M) wegen Satz 1.1 einer der Fälle C(M) EU oder 
X\C (M) EU erfüllt sein. Im ersten Fall folgt 
M:;:) f(C(M)) Ef(u) 
und daher erst recht ME f(u). Im zweiten Fall erhält man wegen 
X\M :;:) f(X\C(M)) E f(u) 
entsprechend X\M E f(u). • 
Die Filterabbildungen f sind aber im allgemeinen nicht mit der Durchschnittsbildung 
bei Filtern (auch nicht mit endlichen Durchschnitten) vertauschbar. Zum Beispiel sei f 
durch fex) = z für alle x E X definiert. Für zwei verschiedene Punkte x,y E X gilt dann 
x /\ y = 0 und daher fex /\ y) = o. Andererseits erhält man fex) = f(y) = z und daher 
fex) /\ f(Y) = z =1= o. 
Eine interessante Eigenschaft dieser Filterabbildungen im Zusammenhang mit Ultra-
filtern enthält der folgende Satz. 
2.2 Es sei u ein Ultrafilter von X, und für die Abbildung fE F gelte f(u) = u. Dann ist f 
auf einer Filtermenge von u die Identität; d. h. es gibt ein U E U mit fex) = xfür alle XE U. 
Der Beweis dieses bekannten Satzes ist recht aufwendig (vgl. z. B. P. Sperner [8]). 
Die folgende Definition dient der Kennzeichnung von Ultrafiltern, die ein besonders 
einfaches Verhalten gegenüber Abbildungen aufweisen. 
Definition 2a: Für einen beliebigen Filter a sei 
x(a):= min {lAI: AEa}. 
Ein Ultrafilter u von X soll einfach genannt werden, wenn für jede Abbildung fE Feine 
der beiden folgenden Bedingungen erfüllt ist: 
(1) x(f(u)) < k. 
(2) Es gibt eine Filtermenge U E u, auf der f injektiv ist. 
Im Fall einer abzähl baren Grundmenge sind die einfachen Ultrafilter gerade die schon 
früher untersuchten primitiven Ultrafilter oder p-Punkte (vgl. z.B. P. Sperner [8]). 
Eigenschaft (1) besagt in diesem Fall, daß f(u) ein einpunktiger Hauptfilter ist. Einer 
anderen Kennzeichnung der einfachen Ultrafilter dient die folgende Definition. 
Dermition 2b: Es sei 3 = {Zx: x E X} eine Zerlegung von X in paarweise punkt fremde 
Teilmengen Zx =1= 0, und a sei ein beliebiger Filter von X. Dann bedeute E(3,a), daß eine 
der beiden folgenden Eigenschaften erfüllt ist: 
(I) Es gibt eine Teilmenge T von X mit ITI < k und mit 
U {Zx: x ET} E a. 
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(2) Es gibt eine Filtermenge A E a mit IA 11 zxl:::; 1 für alle XE X. 
2.3 Ein Ultrafilter u ist genau dann einfach, wenn E(3,u) für alle Zerlegungen 3 der in 
Definition 2 b angegebenen Art gilt. 
Beweis: Es kann x(u)=k vorausgesetzt werden. Zunächst sei nun u einfach, und 
3 = {Zx: x E X} sei eine gegebene Zerlegung. 
Durch f(y) = x für alle y E Zx wird dann eine Abbildung fE F definiert. Gilt x(f(u» < k, 
dann gibt es ein U E U mit If(U)1 < k, und mit T= f(U) ist die Eigenschaft (1) aus Defi-
nition 2b erfüllt. Andernfalls gibt es ein U E u, auf dem f injektiv ist. Wegen f(Zx) = {x} 
muß dann aber Iu 11 zxl :::; 1 für alle x E X, also Eigenschaft (2) erfüllt sein. 
Umgekehrt gelte E (3,u) für alle Zerlegungen 3, und fE F sei eine gegebene Abbildung 
mit x(f(u» = k. Dann gibt es eine Bijektion g:X --'? f(X), und durch Zx:= f-(g(x» wird 
eine Zerlegung 3 bestimmt. Wegen x(f(u» = k muß in E(3,u) die Eigenschaft (2) erfüllt 
sein; und sie besagt, daß f auf einer Filtermenge von u injektiv ist. • 
Dem Existenznachweis einfacher Ultrafilter dient der folgende Satz als Vorbereitung. 
2.4 Es sei 3 = {Zl: L < k} eine Zerlegung von X in paarweise punktfremde Mengen Zl =1= 0. 
Ferner sei b ein Filter von X mit x(b) = k, der eine Filterbasis Q) mit IQ)I :::; k besitzt. (b ist 
kein Ultrafilter!) Dann gibt es zu b einen Filter b mit b:::; bund E (3,b), der außerdem die-
selben Eigenschaften wie b besitzt. 
Be w eis: Es sei Q) = {Ba: a < k}. Sollte Q) eine kleinere Mächtigkeit als k besitzen, 
kann man Q) so auffüllen, daß es zu zwei Indizes a, T < k stets ein T' > T mit B,· c Ba gibt. 
Fa II 1: Es gibt eine Teilmenge Tc k mit ITI < k, so daß mit M = U {Zl: LET} noch 
x(b /\ M) = k erfüllt ist. 
Dann sei b: = b /\ M. Unmittelbar folgt b :::; bund x(b) = k. Weiter ist <i3 = {Ball M: a< k} 
eine Basis von b mit 1<i31:::; k. Schließlich besagt die Kennzeichnung dieses Falls, daß die 
erste Alternative von E (3,b) erfüllt ist. 
Gilt Fall 1 nicht, so folgt 
Fall 2: Für jede Teilmenge Tc k mit ITI < k ist 
x(b /\ U {Zl: LET}) < k. 
Es werden nun für alle a < k paarweise verschiedene Indizes La und Punkte Xo E Zlo 11 Ba 
induktiv definiert. 
Bei gegebenem a < k seien bereits Lt und Xt für T < a entsprechend konstruiert. Dann 
sei T a := {LT : T < a} und 
La:=min {L: L< k, Lf/'Ta, Z , IlBa=l=0}. 
Dieses Minimum existiert: Andernfalls würde nämlich Zlll Ba = 0 für alle L < k mit 
L f/'Ta und damit BacV:=U{ZA: A.ETa} gelten. Wegen ITal < k würde dann aus der 
Kennzeichnung dieses Falls x(b /\ V) < k folgen. Andererseits gilt aber wegen b :::; Ba :::; V 
auch b /\ V = b, woraus der Widerspruch x(b) < k resultieren würde. 
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Damit ist Lo mit Z'o n Bo* 0 definiert, und man kann einen Punkt Xo E Z'o n Bo fest aus-
wählen. Jetzt sind die Folgen (Lo) und (xo) konstruiert, und es sei weiter 
M:={xo:o<k}, b:=b/\M. 
Es ist wieder 5t: = {Bo n M: 0 < k} eine Basis von b mit 15t1 ::5 k, und b ::5 b folgt aus der 
Definition von b. Da die Indizes paarweise verschieden sind, ergibt sich wegen Xo E Zto 
MnZ ={ {xo} fürt=Lo 
, 0 sonst . 
Die zweite Alternative von E(3,b) ist daher mit der Filtermenge M von b erfüllt. Nach-
zuweisen ist also nur noch x(b) = k. 
Aus x(b) <k folgt die Existenz eines o<k mit IBon MI <k. Daher gibt es ein T<k mit 
x" if. Bo für alle T' >T. Andererseits gibt es aber ein T' >T mit B .. c Bo. Wegen x,' E B,' c Ba 
ist dies ein Widerspruch. • 
2.5 Es sei c ein Filter von X mit x(c) = k, der eine Filterbasis [mit 1[1::5 k besitzt. Ferner 
sei für alle L < 2k ein Ultrafilter u, beliebig gegeben. Dann gibt es einen freien einfachen 
Ultrafilter \) mit \)::5 c und mit \) * Ut für alle L < 2k . 
Be w eis: Es sei {3,: L < 2k } eine Wohlordnung aller Zerlegungen von X der Form 
3, = {Z~: x E X}. Es werden nun für L < 2k Filter a, mit folgenden Eigenschaften kon-
struiert: 
(a) Aus LI < L2 folgt c 2= all 2= at,. 
(b) x(a,)=k. 
(c) a, besitzt eine Filterbasis gj, mit Igj,l::5 k. 
(d) Es gilt E(3"at). 
(e) a, /\ U).. =ofüralld.::5l. 
Aus der Definition der Eigenschaft E, aus E(3,a) und aus a 2= a' folgt unmittelbar 
E(3,a'). Wegen (a) gilt daher in (d) sogar E(3)..,a,) für alle A::5l. 
Es sei nun L < 2k , und für A< L sei a).. bereits entsprechend konstruiert. Dann sei 
bo:=c (L=O), bt := /\ a).. (L>O). 
A<L 
Wegen x (c) = x (a)..) = k gilt dann auch x (b,) = k. Weiter ist im FallL = 0 wegen bo = c dann 
es = [ eine Filterbasis von bo mit lesl ::5 k. Im Fall L > 0 ist bei Berücksichtigung von (a) 
und (c) jedenfalls es = U {gj)..: A< L} eine Filterbasis von b,. Wegen L < 2\ also ILI::5 k 
(Kontinuumshypothese ) folgt lesl::5 k· k = k. Außerdem besitzt b, im Fall L> 0 wegen 
bt::5 a).. die Eigenschaft E (3).., bt) für alle A< L, und ebenso ergibt sich b, /\ U).. = 0 für A< L. 
Nach Satz 2.4 bestimmen b, und 3t einen Filter b, mit bt::5 b" E (3" bt), x (b,)::5 k und mit 
einer Filterbasis einer Mächtigkeit ::5 k. Es folgt außerdem b,::5 b,::5 a)..::5 c für A< L 
bzw. bo::5 c und E (3)..,bJ für A::5 l. Da Filterbasen eines Ultrafilters U mit x(u) = k die 
Mächtigkeit 2k besitzen, kann b, kein Ultrafilter sein. Daher gibt es ein U, E Ut mit 
x(b,/\(X\U,)=k. Der durch 
at:=bt/\(X\Ut) 
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definierte Filter besitzt dann wieder die Eigenschaften (a)-(e). Es folgt, daß 
0:= A {al: L<2k} 
die Eigenschaft E(3,,0) für alle Zerlegungen besitzt und daß x(o) = k gilt. Daher kann 0 
zu einem freien Ultrafilter 0* mit denselben Eigenschaften verfeinert werden, und nach 
Satz 2.3 ist 0* ein einfacher Ultrafilter. • 
Im letzten Beweisschritt mußte der Filter 0 noch zu einem Ultrafilter verfeinert werden. 
Dieser Schritt kann jedoch entfallen, wenn man in der Voraussetzung des Satzes von 
dem Filter c sogar c:::; k fordert, wobei 
k:= {K: IX\KI<k} 
der Filter der Komplemente von Mengen niederer Mächtigkeit ist. Dann gilt auch 0:::; k, 
und der folgende Satz zeigt, daß 0 schon selbst ein Ultrafilter ist. 
2.6 Es sei tl ein Filter von X mit x (tl) = k, tl:::; k und mit der Eigenschaft E (3, tl) für alle 
Zerlegungen 3 mit 131 = k. Dann ist tl ein einfacher Ultrafilter. 
Be w eis: Es ist nur zu zeigen, daß tl ein Ultrafilter ist. Dazu sei eine Teilmenge M von 
X gegeben. Zu zeigen ist ME tl oder X\M E tl. Jedenfalls gilt IMI = k oder IX\MI = k. 
Es genügt daher, den Fall IMI = kund X\M =l= Q) zu behandeln. 
3:= {X\M}U{{x}: XE M} 
ist eine Zerlegung mit 13\ = k. Wegen E(3,tl) gilt dann einer der beiden folgenden Fälle: 
(a) Es gibt eine Teilmenge T von X mit ITI = kund 
V= U {{X}: xET} U(X\M)Etl. 
(b) Es gibt ein V Etlmit Iv nZI:::; 1 für alle ZE3· 
Im Fall (a) folgt IM n vi:::; ITI <k und wegen tl:::; k daher X\M E 11. Tritt Fall (b) ein, so 
gilt speziell Iv n (x\M)I:::; 1 und wieder wegen tl:::; k dann ME 11. • 
Es ist naheliegend, einen Ultrafilter u einfacher als einen Ultrafilter tl zu nennen, wenn 
es eine Abbildung fE F mit f( tl) = u gibt. Diese Relation ist eine Präordnung, bei der 
(wenn man sich auf Ultrafilter u mit x(u) = k beschränkt) die einfachen Ultrafilter dann 
auch wirklich einfachste Filter sind. Und auch im Beispiel am Ende des ersten Ab-
schnitts ist tl einfacher als tl1. Sonst aber ist diese Relation nur bedingt nützlich, weil bei 
ihr zu wenig Ultrafilter vergleichbar sind. Ziel der weiteren Betrachtungen ist daher, 
den Bereich der Filterabbildungen zu vergrößern. 
3. Boole'sche Homomorphismen 
In diesem Abschnitt werden Homomorphismen cp: 'P(X) ~ 'P(X) des Potenzmengen-
verbandes von X betrachtet. 
Dermition 3a: cp heißt Homomorphismus, wenn für alle Teilmengen A,B von X 
cp(A u B) = cpA u cpB und cp(A n B) = cpA n cpB 
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erfüllt ist. Weiter wird qJ ein Boolescher Homomorphismus (B-Homomorphismus) 
genannt, wenn außerdem für alle Teilmengen A von X 
qJ(X\A) = X\qJA 
gilt. 
Unmittelbar ergibt sich 
3.1 Ist qJ ein Homomorphismus, so folgt aus Ac Bauch qJA c qJB. Für B-Homomor-
phismen gilt außerdem 
qJ0=0, qJX=X, qJ(A\B) = (qJA)\(qJB). 
Punkt abbildungen fE F bestimmen Homomorphismen durch Urbilder: Definiert man 
für beliebige Teilmengen A von X 
qJfA:= C(A), 
so ist qJf sogar ein B-Homomorphismus. 
Ist qJ ein Homomorphismus und a ein Filter von X, so ist {qJA: A E a} im allgemeinen 
kein Filter, wohl aber eine Filterbasis. Den von ihr erzeugten Filter kann man daher als 
Bildfilter von a bei der durch qJ bestimmten Filterabbildung auffassen, die zur Verein-
fachung wieder mit qJ bezeichnet werden soll. 
Dermition3b: qJ(a):= {qJA:AEa}. 
3.2 Für die von einem Homomorphismus qJ induzierte Filterabbildung gilt 
qJ(Ä) = (qJA), qJ(a vb) = qJ(a) v qJ(b), qJ(/\a,) = /\qJ(aL). 
Aus a:5b folgt qJ(a):5qJ(b). 
Ist hierbei qJ ein B-Homomorphismus, so gilt außerdem qJ(o) = 0 und qJ(X) = X. 
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch elementare Rechnungen. Die Vertausch-
barkeit von qJ auch mit Durchschnitten beliebig vieler Filter beruht darauf, daß die 
Mengen des Durchschnittsfilters durch nur endliche Durchschnittsbildungen gewonnen 
werden. Hingegen ist qJ im allgemeinen nicht mit der Vereinigungsbildung unendlich 
vieler Filter vertauschbar. 
3.3 Ist qJ ein surjektiver B-Homomorphismus und ist U ein Ultrafilter, so ist auch qJ(u) ein 
Ultrafilter oder es gilt qJ(u) = o. 
Be w eis: Gegeben sei eine Teilmenge M' von X. Da qJ surjektiv ist, gilt M' = qJM mit 
einer geeigneten Menge M und auch X\M' = X\qJM = qJ(X\M). Da U ein Ultrafilter ist, 
folgt ME U oder X\M E U und daher im ersten Fall M' = qJM E qJ(u) und im zweiten Fall 
X\M' = qJ(X\M) E qJ(u). Gilt außerdem qJ(u) * 0, so kann auch nur genau eine dieser 
beiden Möglichkeiten eintreten. • 
Es sei qJ ein B-Homomorphismus. Bei gegebenem Filter a' von X ist das Mengen-
system {A: qJA E a'} nicht leer, weil ja qJX = X E a' gilt. Einfache Rechnungen zeigen 
dann, daß dieses System sogar ein Filter ist. 
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Definition 3e: Es sei cp ein B-Homomorphismus. Dann heißt 
cp-(a'):= {A: cpAEa'} 
der Urbildfilter von a'. 
Es sind nur Urbildfilter, nicht aber Urbildmengen definiert. 
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Für den von einer Menge A erzeugten Hauptfilter ist cp-(A) = {B: cpB ::::JA} im allge-
meinen kein Hauptfilter; und dies gilt insbesondere für cp-(X). Lediglich für den Null-
filter erhält man cp-(o) = {B: cpB::::J 0} = o. 
3.4 Es sei cp ein B-Homomorphismus. Dann gilt: 
Aus a' :5 b' folgt cp - (a'):5 cp - (b'). 
cp-(Va;) = Vcp-(a:). 
Ist cp sogar surjektiv, so gilt auch 
cp-(I\a:) =I\cp-(a;). 
Be w eis: Die ersten Behauptungen sind elementar nachzurechnen. Es wird daher 
nur die letzte Gleichung bewiesen. 
cp-(l\a:):5l\cp-(a;) ist trivial. Weiter sei B Ecp-(I\a;). Zu zeigen ist B El\cp-(a;). Aus 
der Voraussetzung folgt cpB E I\a;, also B ::::JA:! n .,. n A;n mit A;, E a:, (v = 1, ... ,n). 
Da cp surjektiv ist, gilt A;, = cpAIv (v = 1, ... , n). Dann sei 
D:= (A!n ... nAn)\B. 
Es folgt 
cpD = (A:! n ... nA;n)\cpB c (A;! n ... nA;n)\(A;! n ... nA;n) =0. 
Setzt man nun A~,:= A Iv \ D, so folgt cpA';, = cpA 1, \ cpD = A;" also A:, E cp-(a;,) 
(v = 1, ... , n), und man erhält 
A~!n ... nA~n=(A,\D)n ... n(An\D)=A! n ... nAnnBc B, 
woraus sich BEl\cp-(a;) ergibt. 
3.5 Für jeden B-Homomorphismus cp und für beliebige Filter a,a' von X gilt 
cp-(cp(a»:5a und a':5cp(cp-(a'». 
Besitzt a' eine Basis im Bild von cp (z. B. wenn cp surjektiv ist), so gilt sogar 
a' =cp(cp-(a'». 
• 
Beweis: Aus AEa folgt cpAEcp(a) und daher AEcp-(cp(a». Das ist die erste Be-
hauptung. 
Aus B' E cp(cp-(a'» ergibt sich die Existenz einer Menge A mit B'::::J cpA und cpA E a', 
zusammen also B' E a' und damit die zweite Behauptung. Besitzt schließlich a' eine 
Basis im Bild von cp, so gibt es zu B' E a' eine Menge A mit B' ::::JcpA und cpAEa', woraus 
umgekehrt B' E cp(cp-(a'» folgt. • 
3.6 Ist cp ein B-Homomorphismus und ist u' ein Ultrafilter, so ist auch cp-(u') ein Ultra-
filter. 
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Be w eis: Aus cp - (u') = () würde der Widerspruch 0 = cp0 E u' folgen. Weil u' ein Ultra-
filter ist, gilt bei gegebener Menge M entweder cpM E u' oder cp(X\M) = X\cpM E u'. 
Im ersten Fall folgt ME cp-(u'), im zweiten X\M E cp-(u'). • 
Der folgende Satz gibt nun einen Überblick über alle möglichen B-Homomorphismen 
und über ihre Konstruktion. 
3.7 Es sei cp ein B-Homomorphismus. Für alle x E X ist dann ID~:=Cp-(x) ein Ultrafilter, 
und für beliebige Teilmengen M von X gilt 
cpM = {x: MEIDn. 
Umgekehrt sei jedem x E X ein Ultrafilter IDx beliebig zugeordnet, und die Abbildung 
cp: 'l)(X) ~ 'l)(X) sei durch 
cpM = {x: MEIDx} 
definiert. Dann ist cp ein B-Homomorphismus mit ID~ = IDxfür alle XE X. 
Be w eis: Nach dem vorangehenden Satz ist ID~ = cp - (x) ein Ultrafilter. Ferner ist 
XE cpM gleichwertig mit cpM EX, also mit ME cp-(x) = ID~. 
Umgekehrt seien die Ultrafilter IDx gegeben, und cp sei in der angegebenen Weise defi-
niert. Es folgt 
cp(AnB) = {x: AnBEllJx} = {x: AEllJx} n {x: BEllJx} = cpAncpB, 
cp(X\A) = {x: X\A E IDx} = {x: A $llJx} = X\cpA. 
Die Vertauschbarkeit mit der Vereinigungsbildung ergibt sich hieraus wegen Au B = 
X\«X\A) n (X\B)). Damit ist cp ein B-Homomorphismus. Für ihn erhält man schließ-
lich 
ID~ = cp-(x) = {W: XE cpW} = {W: W E IlJx} = IDx' • 
Ordnet man jedem x E X einen freien Ultrafilter IlJx zu, so wird dadurch ein B-Homo-
morphismus cp definiert, bei dem cp(x) = () für alle x E X gilt. Es folgt 
X = cpX = cpX = cp (V{x: XEX}) =1= V {cp(x): XEX} = (). 
Dies ist ein Beispiel für die vorherige Bemerkung, daß ein B-Homomorphismus im all-
gemeinen nicht mit unendlichen Filtervereinigungen vertauschbar ist. 
3.8 Es sei cp ein B-Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen paarweise gleich-
wertig: 
(1) cp ist injektiv. 
(2) Die von cp induzierte Filterabbildung ist injektiv. 
(3) Es gibt ein fEF mit ro1(x)=xfüralle XEX. 
Beweis: cp sei injektiv. Aus cp(u) = cp(b) folgt, daß es zu jedem A E U ein BEb mit 
cpA = cpB gibt und ebenso zu jedem BEb ein A E u. Wegen der Injektivität von cp folgt 
aber aus cpA = cpB stets A = B und daher u = b. Die induzierte Filterabbildung ist also 
ebenfalls injektiv. Umgekehrt sei dies vorausgesetzt. Aus cpA = cpB ergibt sich zunächst 
cp(Ä) = cpA = cpB = cp (B) und daher Ä = B, also A = B. Dies ist die Gleichwertigkeit 
von (I) und (2). 
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Zweitens sei (1) vorausgesetzt, und x E X sei gegeben. Wegen 0=1= {x} folgt 
0= cp0 =1= cp{x} = {Y: {x} E ron. 
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(*) 
Nun ist aber {x} E ro~ gleichwertig mit ro~=x. Und da es wegen (*) zu jedem x ein Yx mit 
ro~x = x gibt, folgt (3) mit der durch fex) = Yx definierten Abbildung. 
Schließlich sei (3) vorausgesetzt und außerdem A =1= B. Dann gibt es ein x E A (") (X\ B) 
oder ein XE B (") (X\A). Wegen (3) folgt im ersten Fall fex) E cpA, fex) rt cpB und im 
zweiten Fall fex) E cpB, f(x)rt cpA, in jedem Fall also cpA =1= cpB und damit (1). • 
3.9 Es sei cp ein B-Homomorphismus. Dann sind folgende Aussagen paarweise gleich-
wertig: 
(1) cp ist surjektiv. 
(2) Die von cp induzierte Filterabbildung ist surjektiv. 
(3) Für jede Teilmenge M von X gilt 
V ro~ /\ V ro~ = o. 
xEM YEX\M 
(4) Es gibt eine Zerlegung {Zx: x E X} von X mit Zx E ro~ für alle XE X. 
Be w eis: Es sei cp surjektiv. Für einen beliebigen Filter a' gilt nach Satz 3.5 dann 
a' = cp(cp-(a'», also (2). Umgekehrt existiert bei Voraussetzung von (2) zu einer ge-
gebenen Menge A' ein Filter a mit cp (a) = A'. Dann aber gibt es ein A E a mit cp A = A'; 
es ist also (1) erfüllt. Damit ist die Gleichwertigkeit von (1) und (2) gezeigt. 
Es sei weiter (1) vorausgesetzt. Zum Beweis von (3) sei eine Teilmenge M von X ge-
geben, von der außerdem M =1= 0 und M =1= X angenommen werden kann, da sonst die 
Behauptung trivial ist. Dann gibt es ein A mit M = cpA und daher X\M = cp(X\A). 
Aus XE M folgt A E ro~ und aus Y E X\M entsprechend X\A E ro~. Damit ergibt sich 
V ro~ /\ V ro~:S: Ä /\ (X\A) = 0, 
xEM YEX\M 
also die Behauptung aus (3). 
Im nächsten Beweisschritt sei (3) vorausgesetzt. Zum Beweis von (4) sei {x,: L< k} eine 
Wohlordnung von X. Es sollen dann induktiv Mengen Zl E ro~, mit folgenden Eigen-
schaften konstruiert werden: 
(a) 
(b) 
Für alle A<k ist {Zt: L<A} ein System aus paarweise punktfremden Mengen. 
Für alle A<k gilt X\ U Ac Ero~.Jür alle ft mit A:S: ft<k. 
L<A r 
Nach eventueller Vergrößerung von Mengen Zt ist dann {Zt: L < k} wegen (a) eine 
Zerlegung der in (4) behaupteten Art. 
Aus (3) folgt 
ro lJl /\ V ro lJl = o. 
xo O<ft<k x~ 
Daher existiert ein Zo E ro~o mit X\Zo E ro~~ für alle ft mit 0< ft < k. Dies ist der Induk-
tionsbeginn (I. = 1). 
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Jetzt sei A> 1, und für l<A sei Z, bereits entsprechend konstruiert. Wieder folgt aus (3) 
V tD~, 1\ V tD~~ = 0, l<A· A5[.l<k 
und wegen (b) gilt 
V tD~ ::::;X\ V Z," 
A5[.l<k ~ l<A 
Wegen (*) gibt es außerdem ein ZA E tD~A' so daß sogar 
V tD~ ::::;X\ V Z, 
A<[.l<k ~ l5A 
(*) 
und damit wieder (b) erfüllt ist. Wegen der Eigenschaft (b) für A kann Z,. aber auch 
noch so gewählt werden, daß ZAnU{Z,: l<A} =0 gilt und daß damit dann auch (a) 
erhalten bleibt. 
Daß schließlich aus (4) auch (1) folgt, ergibt sich unmittelbar aus 
M = cp(U{Zx: XEM}). • 
Der oben für Abbildungen formulierte Satz 2.2 kann aufB-Homomorphismen erweitert 
werden. 
3.10 Es sei cp ein surjektiver B-Homomorphismus, und u sei ein Ultrafilter von X mit 
cp(u) = u. Dann gibt es ein U E U, so daß cp auf U (nämlich auf den Teilmengen von U) 
die Identität ist. 
Be w eis: Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann u als freier Ultrafilter voraus-
gesetzt werden. Zu cp gibt es nach Satz 3.9 (4) eine Zerlegung {Zx: x E X} mit Zx E tD~ 
für alle x E X. Zu jedem Y E X gibt es daher genau ein x = f(y) mit y E Zr(y)' Hierdurch 
wird eine surjektive Abbildung f: X ~ X definiert. Für eine beliebige Teilmenge M von 
X gilt 
cpM = {x: MEtD~} c {x: ZxnM=I=0} = f(M), 
und es folgt u = cp(u) 5 f(u). Da aber f(u) selbst ein Ultrafilter ist, muß sogar f(u) = u 
erfüllt sein. Nach Satz 2.2 gibt es daher eine Filtermenge U EU, auf der f die Identität 
ist. Für alle x gilt daher Iu n Zxl 51, und aus U E tD~ folgt tD~ = X. Damit ergibt sich für 
jede Teilmenge V von U 
cpV= {X:VEtDn = {X:VEX} =V • 
Auch der Begriff der einfachen Ultrafilter kann auf B-Homomorphismen übertragen 
werden, und mit ihrer Hilfe läßt sich auch eine wesentlich allgemeinere Präordnung 
definieren. Bei ihr bilden dann die einfachen Ultrafilter gerade eine Äquivalenzklasse, 
und sie sind einfacher als jeder andere freie Ultrafilter. Dennoch erweist sich auch diese 
Präordnung als wenig befriedigend. Hier soll daher noch auf eine weitere Art von 
Filterabbildungen eingegangen werden. 
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4. Abbildungsmter 
Neben Filtern der Grundmenge X werden jetzt auch Filter der Abbildungsmenge F 
herangezogen. Solche Filter sollen zur besseren Unterscheidung nachstehend vorzugs-
weise mit 00, ihre Filtermengen mit Qbezeichnet werden. 
Definition 4a: Es sei 00 ein fester Filter von F, und a sei ein beliebiger Filter von X. Dann 
heißt die durch 
Öl(a):= 1\ V f(a) 
QEoo fEQ 
definierte Abbildung Öl: 'E ~ 'E die dem Abbildungsfilter 00 zugeordnete Filterabbildung. 
4.1 Die einem Abbildungsfilter 00 =l= 0 zugeordnete Filterabbildung besitzt folgende Eigen-
schaften: 
(1) Öl(a v b) = Öl(a) v Öl(b). 
(2) Aus a::=;b folgt Öl(a)::=;w(b). 
(3) Öl(a)=o istgleichwertigmita=o. 
(4) Ist 00 ein Ultrafilter und ist u ebenfalls ein Ultrafilter von X, so ist auch Öl(U) ein 
Ultrafilter. 
Be w eis: Aus der Definition von Öl folgt wegen Satz 2.1 
Öl(a v b) = 1\ V f(a v b) = 1\ V (f(a) v f(b» 
QEoo fEQ QEoo fEQ 
= 1\ ( V f(a)v V f(b))=c, 
QEoo fEQ fEQ 
Öl(a) v Öl(b) = 1\ V f(a) v 1\ V f(b) = c'. 
QEoo fEQ QEoo fEQ 
Unmittelbar erhält man c'2:c'. Zum Nachweis von c::=;c' ist zu zeigen, daß aus C' E c' auch 
C' E c folgt. Zu einer gegebenen Menge C' E c' gibt es Mengen Q], Qz E 00 und zu jedem 
fE F Filtermengen Ar E a, Br E b mit 
C'::J U f(Ar) u U f(B r). 
fE Q1 fE Qz 
Hieraus folgt mit Q = Qj n Qz 
C'::J U f(AI) U U f(B r) = U (f(Ar)uf(Br», 
fEQ fEQ fEQ 
und diese letzte Menge ist eine Filtermenge von c. Damit ist (1) bewiesen, woraus (2) 
unmittelbar folgt. Weiter ergibt sich (3) daraus, daß f(A) = 0 gleichwertig mit A = 0 ist. 
Hieraus folgt beim Nachweis von (4) jedenfalls Öl(U) =l= o. Es ist also nur noch zu zeigen, 
daß bei gegebener Teilmenge M von X einer der bei den Fälle M E Öl(U) oder X\ME Öl(U) 
erfüllt ist. 
Dazu sei 
M:= {f: fEF und MEf(u)}. 
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Fall 1: ME<U. 
Dann folgt MEV {f(u): fE M} 2:: w(u) und daher erst recht ME w(u). 
Fall 2: ME/'w. 
Da wals Ultrafilter vorausgesetzt wurde, muß dann F\M Ewerfüllt sein. Nun gilt aber, 
weil auch u ein Ultrafilter ist, 
F\M = {f: fE/'M} = {f: M$f(u)} = {f: X\MEf(u)}. 
Es folgt 
X\M E V {f(u): fE F\M} 2:: w(u) 
und daher jetzt X\M E w(u). • 
Die Eigenschaften (1), also auch (2), und (3) werden sich nachher als kennzeichnend 
für diese Filterabbildungen erweisen. 
Die von Abbildungen fE F induzierten Filterabbildungen sind Spezialfälle der hier 
betrachteten Filterabbildungen: Mit dem Hauptfilter w = f erhält man 
w(a) = 1\_ V g(a) = V g(a) == f(a). 
QEf gEQ gE{f} 
Weiter sei cp ein B-Homomorphismus. Bei gegebenem Filter a * [) ordne man jeder 
Menge B E cp - (a) die Abbildungsmenge 
Q~:= {f: BEt(a)} 
zu. Dann ist {Q~: BE cp-(a)} eine Filterbasis für einen Abbildungsfilter wa • Mit dem 
Durchschnittsfilter w = A { Wa': a * * o} ergibt sich für einen beliebigen Filter a * 0 
o<w(a):::::waCa) = 1\ V f(a)::::: 1\ B == cp-(a). 
BEcp-(a) fEQ~ BEcp-(a) 
Speziell sei hierbei für a ein Ultrafilter u gewählt. Wegen 0< w(u)::::: cp-(u) und weil 
cp-(u) nach Satz 3.6 mit u ebenfalls ein Ultrafilter ist, erhält man jetzt sogar w(u) == cp-(u). 
Definition 4b: Für gE F, Q c F und tür Filter w,w· von F sei 
goQ:= {gof: fEQ}, gow:= {goQ: QEW}, 
w'ow:= 1\ V gow. 
Q'EW' gEQ' 
Man bestätigt unmittelbar, daß {goQ: Q E w} eine Filterbasis ist, wodurch der zweite 
Teil der Definition gerechtfertigt wird. Weiter ist w' 0 w wieder ein Abbildungsfilter. Für 
ihn gilt 
4.2 ~ == w'ow. 
Be w eis: Q* E W' 0 w ist gleichwertig damit, daß es ein Q' E w' und zu jedem gE Q' 
ein Qg E w gibt mit 
Q*~ U U gof. 
gEQ' fEQg 
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Mit einem gegebenen Filter a ist daher 
BE ~(a) = /\ V h(a) 
Q*EW'OW hEQ* 
gleichwertig damit, daß mit den obigen Bezeichnungen und mit Mengen Ag,r E a 
B::::l U U g(f(Ag,r)) 
gEQ' fEQg 
gilt. Andererseits ist 
BEw'(w(a)) = /\ V g(w(a)) = /\ V g( /\ V f(a)) 
Q'Ew' gEQ' Q'EW' gEQ' QEW fEQ 
bei entsprechenden Bezeichnungen gleichwertig mit 
B::::l U g( U f(Ag,r)) = U U g(f(Ag,r)). 
gEQ' fEQg gEQ' fEQg 
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Wegen der Gleichheit der in beiden Fällen rechts stehenden Ausdrücke folgt die Be-
hauptung. • 
Die Menge der von Abbildungsfiltern induzierten Filterabbildungen ist also hiernach 
gegenüber der Hintereinanderschaltung abgeschlossen. 
4.3 Sind wund w' Ultrafilter, so ist für alle gE Fauch gow ein Ultrafilter, und w' oW 
ist ebenfalls ein Ultrafilter. 
Be w eis: Wegen W =1= 0 ist auch go W =1= o. Zum Nachweis der Ultrafiltereigenschaft sei 
nun eine Teilmenge Q' von F gegeben. Dann sei 
Q:= {f: gofEQ'}. 
Fall 1: QEW, 
Dann folgt goQe Q', wegen goQ E gow also Q' EgoW. 
Fall 2: Q rtw. 
Da wein Ultrafiler ist, muß dann F\Q Ewerfüllt sein. Nun ist 
F\Q= {f: gofrt Q '} = {f: gofEF\Q'}. 
Daher folgt go(F\Q) e F\Q' und somit jetzt F\Q' E gow. 
Damit ist gow für alle gE F ein Ultrafilter. Wegen 
w'ow = /\ V gow 
Q'EW' gEQ' 
ist nach Satz 1.2 dann auch w' ow ein Ultrafilter, • 
In dem folgenden Satz wird wegen der Sonderstellung der dort auftretenden Abbil-
dungsfilter statt des Buchstaben wausnahmsweise der Buchstabe 'IjJ benutzt. 
4.4 Zu je zwei Filtern a =1= 0 und b =1= 0 von X gibt es einen Filter 'IjJ~ von F mit folgender 
Eigenschaft: Für alle Filter w von Fist w ::::::'IjJ~ gleichwertig mit w(a):::::: b. 
Im Fall eines Ultrafilters u ist 0< w:::::: 'IjJ~ sogar gleichwertig mit w( a) = u, 
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Be w eis: Jeder Filtermenge BEb sei die Abbildungsmenge 
qJ~:= {f: BEf(a)} 
zugeordnet. Wegen b =1= 0, also auch B =1= 0, ist diese Menge nicht leer. Außerdem ergibt 
sich unmittelbar 
qJ~nB' = qJ~ n qJ~,. 
Daher ist {qJ~: BEb} eine Filterbasis für einen Filter 1/Jb =1= o. Aus w::; 1/Jb folgt 
Öl(a) = 1\ V f(a)::; 1\ V f(a)::; 1\ B = b. 
QEW fd:! BEb fEqJ~ BEb 
Umgekehrt sei Öl(a)::; b vorausgesetzt. Zu jedem BEb existiert dann ein Q~ E W mit 
BE V f(a), 
fEQ~ 
also mit BEf(a) für alle fEQ~. Es folgt Q~cqJ~ und daher W::;1/Jb. 
Im FaJl eines Ultrafilters u ist also w::;1/J~ gleichwertig mit Öl(a)::;u, also mit Öl(a)=u 
oder Öl( a) = o. Die zweite Alternative entfällt wegen a =1= 0 und wegen Satz 4.1 genau im 
Fall w=l= o. • 
Verschiedene Abbildungsfilter können durchaus dieselbe Filterabbildung induzieren 
und können daher als äquivalent angesehen werden. 
Definition 4c: ZweiAbbildungsfilter w, w' heißen äquivalent (in Zeichen: w= w'), wenn 
ihre induzierten Filterabbildungen übereinstimmen, wenn also Öl = Öl' gilt. 
4.5 Zu jedem Abbildungsfilter w gibt es genau einen gröbsten Abbildungsfilter w* mit 
w = w *. Es gilt im Fall w =1= 0 
w* = 1\ {qJ~(a): a=l=o} = V {w': w'=w}, 
w**=w*, w=w' istgleichwertigmitw*=w*'. 
Be w eis: Im Fall w = 0 ist Öl diejenige Filterabbildung, die alle Filter von X auf den 
Nullfilter abbildet. Wegen Satz 4.1 (3) ist sie daher nur zu sich selbst äquivalent, so daß 
die Behauptung mit w* = w erfüllt ist. Weiter kann also w =1= 0 vorausgesetzt werden. 
Dann sei w* durch 
w* := 1\ {qJ~(a): a=l=o} 
definiert. Nach Satz 4.4 ist w* der gröbste Filter mit Öl* (a) ::;Öl(a) für aJle Filter a=l= o. Da 
aus w' =w nach Definition Öl'(a) = Öl(a) für alle Filter a folgt, muß wegen der erwähn-
ten Eigenschaft von w* jedenfalls w'::; w* erfüllt sein und insbesondere w::; w* . Hier-
aus folgt aber 
Öl(U) = 1\ V f(u)::; 1\ V f(a)=Öl*(a)::;Öl(a), QEW fEQ Q*EW* fEQ* 
insgesamt also Öl* (a) = Öl(a) für alle Filter a. Damit hat sich sogar w= w* ergeben, und 
w* ist der gröbste Filter dieser Äquivalenzklasse. Daraus folgt noch 
w* = V {w': w'=w}. 
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Die übrigen Behauptungen erhält man unmittelbar. • 
4.6 Es sei {u,: LEI} eine Menge paarweise verschiedener Ultrafilter von X, und für jedes 
LEI sei u, ein beliebiger Filter X(u,) =F 0 zugeordnet. Dann gibt es einen gröbsten Abbil-
dungsfilter o)x mit Wx (u,) :s X (u,) für alle LEI. Ist hierbei X (u,) ebenfalls ein Ultrafilter, 
so gilt sogar wx(u,) = x(u,). 
B ewe i s: Es sei 
o)x : = A 'ljJ~tu,). 
LEI 
Es muß nur o)x =F 0 bewiesen werden. Mit Hilfe von Satz 4.4 folgt dann 
........... 
o<wx(u,):s 'ljJ~tu.J (u.):s X(u,) 
und im Fal1 eines Ultrafilters X(u,) sogar die Gleichheit. 
Beim weiteren Beweis sol1 zur Vereinfachung statt 'ljJ~tu,) nur 'ljJ, geschrieben werden. 
Angenommen werde jetzt o)x = o. Dann gibt es endlich viele Indizes L], ... , Ln mit 
'ljJ'1 /\ ... /\ 'ljJ'n = o. Daher gibt es weiter Filtermengen Wv E 'IjJ", (v = 1, ... , n) mit '1') n ... 
. . . n 'I' n = 0. Zu jedem v existiert nun ein Bv E X (u",) mit 
Qv := {f: BvE f(u",)} C Wv (v = 1, ... ,n). 
Erst recht muß daher 
Q)n ... nQn=0 (*) 
erfül1t sein. Und diese Gleichung sol1 nun zum Widerspruch geführt werden. 
Da die Ultrafilter u,,, ... , u'n paarweise verschieden sind, gibt es Filtermengen U) E u11' ... , 
Un E u'n' die paarweise punktfremd sind. Wegen Bv E X( u"') =F 0 gilt Bv =F 0, und es gibt 
eine Abbildung fv: Uv~Bv (v=1, ... ,n). Und da die Mengen Uh""Un paarweise 
punktfremd sind, besitzen die Abbildungen f), ... , fn eine gemeinsame Fortsetzung zu 
einer Abbildung f: X~X. Es folgt f(u",) = fAu",) :sBv, also Bv E f(u",), und daherf E Qv 
(v = 1, ... , n). Damit hat sich fE Q) n ... n Qn ergeben im Widerspruch zu (*). • 
In dem gerade bewiesenen Satz kann man als Ultrafiltermenge insbesondere die Menge 
al1er Ultrafilter benutzen. Wenn man dann jedem Ultrafilter als Bildfilter wieder einen 
Ultrafilter zuordnet, gibt es nach dem Satz einen gröbsten Abbildungsfilter, dessen 
induzierte Filterabbildung al1e Ultrafilter auf die vorgeschriebenen Bildfilter abbildet. 
Dieser Abbildungsfilter und die zugehörige Filterabbildung sind durch diese Vorgabe 
aber keineswegs eindeutig bestimmt, auch nicht bis auf Äquivalenz. Die Bildfilter von 
Vereinigungsfiltern endlich vieler Ultrafilter sind dann zwar auch mit festgelegt. Aber 
für die Bildfilter von Vereinigungen unendlich vieler Ultrafilter gibt es noch erhebliche 
Spielräume. Andererseits sind die Bildfilter unendlicher Vereinigungen immerhin durch 
die Vereinigungsfilter der entsprechenden Einzelbildfilter nach unten beschränkt. Hier-
mit hängt es auch zusammen, daß man den Ultrafiltern nicht beliebige Bildfilter vor-
schreiben kann: Die vorgegebenen Filter können dann im al1gemeinen nur obere 
Schranken für die Bildfilter liefern. Anders liegen die Verhältnisse jedoch, wenn man 
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sicher ist, daß die vorgeschriebenen Bildfilter in ihrem gegenseitigen Verhältnis alle 
erforderlichen Bedingungen erfüllen. 
4.7 Es sei X: ~-O>~ eine Abbildung mit den Eigenschaften (1) und (3) aus Satz 4.1. Es gelte 
also x(a vb) = x(a) v x(b) für je zwei Filter a, b E~, und außerdem sei X( a) = I,) gleichwertig 
mit a = 1,). Dann gibt es einen Abbildungsfilter (j) mit w = X. 
Be w eis: Aus der ersten Eigenschaft ergibt sich bekanntlich die Isotonie von X: Aus 
a::::b folgt x(a)::::x(b). Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.4 sei nun 
(j):= 1\ {'IjJ~(a): a>o}. 
Im ersten Beweisschritt wird (u =\= I,) nachgewiesen: Aus der Annahme (j) = I,) folgt die 
Existenz von endlich vielen paarweise verschiedenen Filtern a h ... , an > I,) mit 
(*) 
Eine Filterbasis von 'IjJ~(Qv) bilden die Mengen 'PÄ~' = {f: A~ E f(Uv)} mit A~ E X(Uv). 
Wegen (*) gibt es daher Mengen AI Ex(al)"" ,A~ EX(an) mit 
(**) 
und diese Gleichung soll, ähnlich wie im vorangehenden Beweis, zum Widerspruch 
geführt werden. 
Zunächst werden Filtermengen Al E ab"" An E an in spezieller Weise ausgewählt, näm-
lich so, daß folgende Bedingungen erfüllt sind: 
Für alle k-Tupel (LI, ... , Lk) paarweise verschiedener Indizes aus {I, ... , n} mit 1::; k::; n-1 
soll aus 
all /\ ... /\ alk> V {all /\ ... /\ alk v alk+ I : Lk+ 1=\= L" ... , Ld 
stets 
A";" ... ,'k:= Al, n ... nA
'k \ U {Alln ... nA 'k n A'k+1 : Lk+1 =\= LI, ... ,Ld =\= 0 
folgen. Eine solche Auswahl ist möglich: Man beginne mit einer Filtermenge At ... n E 
al /\ ... /\ an, die man so klein wählt, daß aus all /\ .. , /\ a'n_1 =\= 0 immer auch 
bl" .... 'n_1 : = a'l /\ ... /\ a'n_l A (X\A'i, ... ,n) =\= 0 
erfüllt ist. Danach wählt man entsprechend MengenA":" .. ,ln_1 E t\, ... ,ln_1 aus und steige 
weiter zu kürzeren Durchschnitten auf. Es ist dann z.B. 
n n-1 
AI =Aju U ALu U 
i=2 ' i=2 
n 
.U AL,ju ... uA'I, .. ,n, 
J=I+1 
die Filtermengen A v E Uv werden auf diese Art also als Vereinigungen punktfremder 
Mengen dargestellt, die ihrerseits Mengen aus den den Indizes entsprechenden Durch-
schnittsfiltern sind. 
Aus 
all A •.. A alk> V {a'l A ..• A alk A alk+ I : Lk+ I =\= LI, ... , Lk} =\= 0 
bzw. al A ... A an =\= 0 im Fall k = n folgt nun einerseits A~" .. ,lk =\= 0, andererseits wegen 
0< a'l A ... A a'k und wegen der Isotonie von X auch 
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0< x(a" /\ ... /\ alk) :::::: x(a,,) /\ ... /\ x(a'k)' 
woraus sich A:, n ... n A:k =1= 0 ergibt. Damit existiert dann eine Abbildung 
Da die Definitionsbereiche dieser Abbildungen punktfremd sind, besitzen sie eine 
gemeinsame Erweiterung zu einer Abbildung f: X ~ X. Aus der Konstruktion folgt nun 
unmittelbar 
f(Clv)::::::f(Av)::::::A~, also fEW5\~,(v=l, ... ,n) 
und damit der Widerspruch f EW5\:, n ... n W5\~' zu (**). Damit ist W =1=0 gezeigt. 
Bei diesem Beweisschritt wurde nur die Existenz einer Abbildung f in der Durch-
schnittsmenge aus (**) gebraucht. Aber natürlich hat man bei der Definition der Ab-
bildungen f'''''''k noch erhebliche Freiheit. Zum Beispiel kann man für jeden Punkt 
Y EA:, n ... nA:k eine Abbildung f["""'k dadurch definieren, daß sie die ganze Menge 
A~ " .. , Lk auf {y} abbildet. Es folgt dann bereits für einen beliebigen Punkt XE A* 
U{fL"'k(X): YEA:,n ... nA:k } =A:,n ... nA: k • (***) 
Im zweiten Beweisschritt ist wegen w (0) = 0 = X (0) nur noch w (b) = X (b) für alle Filter 
b =1= 0 zu zeigen. Zunächst gilt 
w(b)= 1\ V f(b):::::: 1\ V f(b)=1jJ~(b)(b)::::::X(b), 
QEW fEQ QE1jJ~(b) fEQ 
so daß nur noch die Gültigkeit des Gleichheitszeichens nachzuweisen ist. Nun gibt es 
zu einer gegebenen Menge B* E web) eine Filtermenge Q E W und Mengen BrE b mit 
B*:::J U f(Be). 
fEQ 
Q enthält seinerseits eine Filtermenge von W der schon oben benutzten Form 
'11 = '115\:, n ... n W5\~' 
mit Al E x(a,), ... ,A~ E X(an). Dabei kann nach eventueller Verkleinerung von '11 sogar 
vorausgesetzt werden, daß b unter den Filtern a" ... ,an vorkommt, daß also ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit a, = b und Al = B' E X(b) gilt. Es folgt 
B*:::J U f(Br):::JB', 
fEW 
wobei sich die rechte Inklusion mit Hilfe der Bemerkungen zu Gleichung (* * *) und 
unter Ausnutzung der Eigenschaften von X ergibt. Damit ist w(b);:::X(b), insgesamt 
also die Gleichheit bewiesen. • 
Die letzten beiden Sätze zeigen die Reichhaltigkeit der Menge der durch Abbildungs-
filter induzierten Filterabbildungen. Und da diese Menge außerdem nach Satz 4.2 
gegenüber der Hintereinanderschaltung der Filterabbildungen abgeschlossen ist, kann 
sie gute Möglichkeiten für einen Strukturvergleich von Ultrafiltern bieten. Anderer-
seits kann man nach Satz 4.6 zwei beliebigen Ultrafiltern U,tJ die Bildfilter X(u) = tJ und 
X(tJ) = U vorschreiben, so daß sie durch eine Filterabbildung wechselseitig aufeinander 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052999
26 Hans-Joaehim Kowalsky 
abgebildet werden. Es könnte daher auch sein, daß sich das Strukturproblem der Ultra-
filter als ein Scheinproblem erweist. 
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